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MODELI OSIGURANJA KAPITALA

Rezime: U osnovi, osiguranje se moze podijeliti na zivotno i neZivotno. Ako
usvojimo vrstu rizika kao kriterijum podjele, tada mozemo govoriti o osiguranju
kapitala za slucaj smrti, osiguranju kapitala za slucaj dozivijenja i mjesovitom
osiguranju kapitala. Isto tako, razlikujemo one vidove Zivotnog osiguranja gdje
se osigurana suma placa u trenutku smrti, sa jedne strane, a sa druge strane
imamo Zivotna osiguranja gdje se osigurana suma placa na kraju perioda u
kojem se desio smrtni slucaj. U ovom radu fokus je stavijen na one vrste osigu-
ranja kod kojih se osigurana suma isplacuje jednokratno. Aktuarska sadasnja
vrijednost predstavija rezultat dvodimenzionalnog posmatranja problematike
Zivotnog osiguranja. Sa jedne strane, potrebno je odrediti vjerovatnocu da ce
odredena osoba starosti xumrijeti. Druga strana problema je sadriana u
odredivanju sadasnje vrijednosti novéanog iznosa raspoloZivog u nekom
trenutku u buducnosti.
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UvOD

Osnovna podjela osiguranja je na osiguranje imovine i imovine lica, a u
okviru osiguranja lica mozemo govoriti o Zivotnom osiguranju (Sipka,
Marovi¢ 2003, 251). Predmet interesa u ovom izlaganju je Zivotno
osiguranje. Podjela pojedinih vrsta osiguranja zavisi od kriterijuma koje
uzimamo kao osnov. Ako podemo od nacina isplate osigurane sume,
odnosno, da li se navedena suma isplacuje jednokratno, ili u vidu
sukcesivnih isplata, mozemo govoriti o osiguranju kapitala, odnosno
osiguranju rente (Kocovié, Suleji¢ 2002, 268). U ovom izlaganju
razmotracemo modele koji su povezani sa osiguranjem kapitala. Sa
aspekta rizika koji je osiguran, moze se govoriti o osiguranju kapitala za
slucaj smrti, osiguranju kapitala za sluc¢aj dozivljenja 1 mjeSovitom
osiguranju kapitala.

Osiguranje kapitala se dalje moze podijeliti na privremeno, gdje se
osigurana suma isplacuje iskljucivo ukoliko se osigurani slucaj dogodi u
okviru odredenog vremenskog perioda, odnosno odgodeno osiguranje
kapitala, koje podrazumijeva isplatu osigurane sume ukoliko se osigurani
slu¢aj dogodi po proteku odredenog vremenskog perioda. Mozemo
govoriti 1 0 odgodenom privremenom osiguranju kapitala za slu¢aj smrti,
koje podrazumijeva isplatu osigurane sume ukoliko smrt nastupi po
proteku odredenog vremenskog perioda, ali u okviru narednog, unaprijed
odredenog vremenskog perioda.

Pretpostavimo da je pocetna vrijednost kapitala data sa C;. Na kraju
prvog mjeseca, ovaj novéani iznos ¢e narasti na C,(1+6/12). Krajem
sljede¢eg mjeseca ovaj iznos narasce na C, (1+5/12)2, 1 tako dalje, te ce

krajem godine narasti na C0(1+§/12)12. Ovdje je opisan slucaj

nekonzistentnog trzista, gdje je o nominalna kamatna stopa koja se
obraCunava na mjeseCnom nivou. MoZemo stvari posmatrati drugacije.
Recimo da nam je inicijalna vrijednost kapitala C, jednaka jednoj

novéanoj jedinici. U generalnom sluaju, mozemo napisati C, (1+5/n)",

za obratun kamate ” puta godiSnje. U tom sluaju imamo
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(1+6/n)" > €’ za n — o, gdje je e definisano sa lim, , (1+1/n)". Ako

je n=o, tada imamo kontinuelni obracun kamate, odnosno
zakljucujemo da je trziSte konzistentno. Dekurzivni kamatni faktor je dat
sa ¢’ , a efektivna kamatna stopa sa i = e’ —1. Investirani kapital na kraju
godine iznosi¢e C, = C,e’.U slucaju konzistentnog trziSta kapitala, sa &

je definisan intenzitet kamatne stope.
1. OSIGURANJE KAPITALA

Osiguranje kapitala se odnosi na one vidove osiguranja kod kojih se
osigurana suma isplacuje jednokratno. Osigurani rizici mogu se odnositi
na smrt, ali 1 na dozivljenje osiguranika. U realnosti u kojoj egzistiraju
osiguravaju¢e kompanije na nasim prostorima, odredivanje tarifa za
osiguranje zivota je definisano na osnovu parametara koji su, najblaze
rec¢eno, diskutabilni. Naime, uslovi u kojima popisa stanovniStva nije bilo
viSe od 20 godina, 1 gdje nema razvijenog trziSta visokokvalitetnih
korporativnih obveznica (pitanje je koliko ima korporacija), niti dovoljno
dubokog trziSta drzavnih obveznica, odredivanje premije za neki
proizvod zivotnog osiguranja, uz postovanje osnovnih principa aktuarske
struke, zalazi u domen hazarderstva. Medutim, rizik, odnosno upravljanje
rizikom, u samoj je osnovi kako osiguranja i bankarstva, tako i mnogih
igara na srecu. Bowers (Bowers 1 dr. 1997, 2) poredi sistem osiguranja sa
dva njemu srodna sistema:

— igrama na srecu,

— bankarskim sistemom.

Osiguranje zivota ima jasna preklapanja sa bankarskim sektorom, te je
navedeno videnje utemeljeno, narocito ukoliko posmatramo Zzivotno
osiguranje kao posebnu vrstu osiguranja (sa druge strane obiCno se
spominje imovinsko osiguranje).

Ako poredimo osiguranje sa igrama na srecu, tada uoavamo slucajnost
kao neizostavan element, te se moramo dotaci teorije vjerovatnoce kao
jedinog moguceg aparata za naucno tretiranje sluc¢ajnih dogadaja.
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Naves¢emo pojedine modele osiguranja kapitala.

Ozna¢imo sa t=0 vrijeme izdavanja polise, a sa Y trenutak isplate
osigurane sume, odnosno trenutak realizacije osiguranog slucaja. Kao sto
smo spomenuli, trenutak smrti, odnosno Zivotni vijek osobe je slucajna
promjenljiva x . Sa druge strane, realizacija osiguranog slucaja kod
zivotnog osiguranja moze, a ne mora podrazumijevati smrt osiguranog
lica, ali u svakom slucaju trenutak isplate osigurane sume ¥ jeste
slucajna promjenljiva. Kao Sto smo ve¢ spomenuli, trenutak smrti
osiguranog lica starog x godina, 7'=7(x) ne mora da se poklopi sa

trenutkom kada treba da bude isplacena osigurana suma. U skladu sa
razli¢itim vrstama proizvoda osiguranja, moZemo razli¢ito posmatrati i
odnos izmedu ¥ 1 7.

Kod osiguranja kapitala mozemo govoriti o slucajevima poklapanja
trenutaka smrti 1 trenutka isplate osigurane sume, ali isto tako, moguca je
situacija da se osigurana suma isplacuje na kraju godine u kojoj je
nastupio osigurani slucaj (ili na kraju m-tog dijela godine), odnosno smrt,

kada nam je trenutak isplate osigurane sume jednak x +1(ili K +l),
m
gdje nam je K =[T]. Dakle, sa k smo ozna¢ili cio dio od .

Poznato je da se matematicko tretiranje problematike zivotnog osiguranja
oslanja na teoriju vjerovatnoce (vjerovatnoce smrti, odnosno dozivljenja
odredene starosti), sa jedne strane, i koncepta vremenske vrijednosti
novca, sa druge strane. Ukoliko matematicki adekvatno tretiramo
odredivanje ocekivanog trenutka smrti odredenog sa 7, odnosno
ocekivanog trenutka isplate osigurane sume ¥ , moramo uzeti u obzir
sadasnju vrijednost isplate osigurane sume. U sluc¢aju nekonzistentnog
trziSta, poznato nam je da se nepoznata sadasnja vrijednost nekog
nov€anog iznosa raspolozivog u buduénosti, odreduje pomocu
diskontnog faktora v, odnosno sadaSnja vrijednost jedne novcane
jedinice raspolozive po protoku ¢ godina jednaka je V. U uslovima
konzistentnog trzista, isto tako odredujemo sadas$nju vrijednost novc€anog
iznosa raspolozivog u poznatom vremenskom trenutku i u poznatom
iznosu pomocu diskontnog faktora, koji je neSto drugacije definisan od
onoga povezanog sa uslovima nekonzistentnog trzista. Kada govorimo o
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konzistentnom trziStu, tada funkciju kamate odredujemo kao neprekidnu,
tj. pretpostavljamo kontinuelni sluc¢aj. U tom sluaju moramo na
drugaciji nacin posmatrati obracun kamate, te zaklju¢imo za pocetak da
je sadasnja vrijednost jedne novcane jedinice data sa (Gerber 1997, 3-4):

e (1.1)

Dakle, izrazom (1.1) definisali smo sadas$nju vrijednost jedne novcane
jedinice raspolozive po proteku : godina, gdje je trziSte kapitala
konzistentno sa intenzitetom kamate & .

Polazimo od pretpostavke da kamatna stopa, odnosno intenzitet kamate,
nije slucajna promjenljiva, $to pojednostavljuje cijeli problem.

Posmatrajmo jednu polisu Zivotnog osiguranja koju je izdala
osiguravaju¢a kompanija pod imenom ,,Alfa osiguranje®. Osiguranik je
Marko Markovi¢. On se osigurao da se isplati kapital njegovim
nasljednicima, ukoliko se ostvari osigurani slu¢aj, odnosno manifestuje
osigurani rizik u vidu okoncanja njegovog zivota. Mozemo zakljuciti da
se radi o dozivotnom osiguranju kapitala za slucaj smrti. Recimo da
osigurana suma iznosi jednu nov€anu jedinicu. Trenutak isplate
osigurane sume, kao i ranije, oznaCimo sa ¥ . Kao $to smo naveli,
trenutak isplate osigurane sume je slucajna promjenljiva. Osiguravajucu
kompaniju ,,Alfa osiguranje* interesuje kolika bi trebalo da bude uplata u
sadasnjem trenutku, koja bi bila adekvatna za isplatu jedne novcane
jedinice u nepoznatom trenutku ¥ , u uslovima konzistentnog trzista uz
intenzitet kamate §. Ocigledno je da razlika izmedu osigurane sume od
jedne novcane jedinice i sadasnje vrijednosti iste osigurane sume zavisi
od intenziteta kamate, i samog vremenskog perioda u kom intenzitet
kamate djeluje. Pretpostavka je da intenzitet kamate nije slucajna
promjenljiva. Sa druge strane, smrt osiguranog lica moze se desiti u bilo
kom trenutku u buduénosti, sa manjom ili ve¢om vjerovatno¢om, u
zavisnosti od konkretnog vremenskog trenutka, ali 1 od drugih
objektivnih okolnosti. Kako ima odredena varijabla koja odreduje nasu
sadasnju vrijednost osigurane sume, a koja jeste sluajna, samim tim i
sadaSnja vrijednost osigurane sume postaje slucajna varijabla. Ozna¢imo
tu naSu slucajnu promjenljivu sa z. Navedenu slucajnu promjenljivu
definiSemo izrazom:
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Z=e" (1.2)

Kako je osigurana suma slucajna promjenljiva, to znafi da njenu
konkretnu vrijednost ne mozemo utvrditi, ve¢ da samo mozemo govoriti
kolike su vjerovatnoce da slucajna promjenljiva uzme odredene vrijed-
nosti. Jedino ¢ime se mozemo sluziti u aktuarskim analizama jeste ma-
tematicko ocekivanje slucajne promjenljive, odnosno u aktuarskim ana-
lizama koristimo ocekivanu vrijednost slucajne promjenljive z de-
finisanu izrazom:

A=E{Z}=E{e™|, (1.3)

gdje smo sa 4 oznacili pojam aktuarske sadasnje vrijednosti. Pojam
aktuarske sadaSnje vrijednosti odrazava oba segmenta perspektive koju
aktuarstvo pruza na problematiku Zivotnog osiguranja. Sa jedne strane
imamo definisan stohasticki proces nastao kao rezultat matematickog
tretiranja vjerovatnoce smrti lica starog x godina, a sa druge strane, tu
je problem odredivanja sadasnje vrijednosti nekog novcanog iznosa koji
je raspoloziv u nekom poznatom trenutku u buduénosti. Vazno je uociti
da se aktuarska sadaSnja vrijednost moze predstaviti kao funkcija
generatrisa momenata slu¢ajne promjenljive ¥ (Rotar 2007, 462):

A=E{e™}=M,(-5).  (14)
Kako je Z = ¢™®, imamo da je [-ti moment definisan izrazom:
E{Z'}=E{e"™}=M,(-15). (1.5)

Kako znamo, funkciju generatrisu momenata mozemo odrediti za sve
momente, te za / =1 dobijamo:

E{Z {=E{e™}=M,(-5), (1.6)
aza [=2:

E{Z*|=E{e*"}=M,(-25).  (L.7)
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Sada mozemo definisati i varijansu nase slu¢ajne promjenljive:
=M, (-26)-(M,(-25)) . (1.8)

Ako podemo od toga da vazi u(x)=p, oigledno je da slucajna

2 2

Var{z} = E{2*}-(E{Z})

promjenljiva x ima eksponencijalni raspored. Kako za eksponencijalnu
raspodjelu vazi svojstvo Lack of Memory (Ross 1997), mozemo zakljuditi
da tada i slucajna promjenljiva 7'(x) ima eksponencijalnu raspodjelu.

Isto tako, poznato je da je funkcija generatrisa momenata slucajne
promjenljive sa ekponencijalnom raspodjelom sa parametrom « data
izrazom (Rotar 2007, 463):

M(z):J.ezxae’“’“dxz a :L’ (1.9)
! a-z _Z%

za z<a. Za :z>qfunkcija generatrisa momenata ne postoji. Dakle,
mozemo zaklju¢imo da je funkcija generatrisa momenata za slucajnu

promjenljivu 7'(x) data izrazom M () (z)= iy
U—z
Dakle, prema (1.3) i (1.9) dobijamo:
~_ Hu
A = , 1.10
You+s (1.10)
odnosno:
2
7 U
Var(Z) = - . 1.11
(2) u+20 (,u+5} (110

Vidimo da za izraCunavanje ocekivane vrijednosti sadasnje vrijednosti
osigurane sume 1 njene varijanse ne moramo Koristiti x, tj. godine
starosti, ve¢ nam je dovoljno da poznajemo intenzitet smrtnosti i
intenzitet kamate.
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Ukoliko znamo funkciju raspodjele sluc¢ajne promjenljive ¥, ne samo
da mozemo odrediti momente slucajne promjenljive z, ve¢ mozemo
odrediti i njenu funkciju raspodjele. Ako sa F,, (x) ozna¢imo funkciju

raspodjele sluc¢ajne promjenljive v , iz (1.2) slijedi:

F, (x) = P(Z < x) = P(e_’)‘y < x) =P(‘I’ > —(lnx)/5).

1.1. Neposredno doZivotno osiguranje kapitala za sluc¢aj smrti —
osigurana suma se plac¢a u trenutku smrti

Ovaj model smo spominjali ranije. Dakle, W =T =T (x) za osobu staru x
godina. Vrijednost osigurane vrijednosti u inicijalnom trenutku data je

—6T(x)

izrazom: Z = e , a aktuarska sadaSnja vrijednost osigurane sume:

4, =E{e™} =M, (-0). (1.1.1)

U relaciji (1.1.1) M, je funkcija generatrisa momenata slucajne
promjenljive 7T(x). Funkcija gustine slucajne promjenljive T'(x)
(Klugman, Panjer, Willmot 2004, 36) data je izrazom:

Jri ()= u.(t) p. = pu(x+1),p,. (1.1.2)

Znaju¢i formulu za dobijanje ocekivane vrijednosti na osnovu poznate
funkcije gustine raspodjele, izraza (1.1.1) 1 (1.1.2), dobijamo:

A, =[e?u(t),p. (1.1.3)
0

Vidjeli smo da u sluc¢aju eksponencijalne raspodjele naSe slucajne
promjenljive, tj. u slucajevima kada imamo konstantan intenzitet
7

U+S

smrtnosti, vazi Zx =
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Kao $to znamo, u slucaju kada trazimo aktuarsku vrijednost za dvostruko

veél intenzitet kamate, vazi E {Zz } :E{e_z‘sr(x)}, odnosno uvedimo

oznaku ‘A =E {Z 2} =E {e‘z‘sm)}. Na osnovu naprijed navedenog,

varijansu sadas$njih vrijednosti osiguranih suma moZzemo zapisati na
sljede¢i nacin:

var{z}="4 (4, . (1.1.4)

1.2. Neposredno doZivotno osiguranje kapitala za slu¢aj smrti —
osigurana suma se placa na kraju godine u kojoj se desio
osigurani slucaj

Treba napomenuti da isti model moze da se primijeni 1 na druge
vremenske jedinice, odnosno ¢injenica da se u naslovu pominje godina
ne treba da upucuje na ograniCenje primjenjivosti modela koji se nize
navodi isklju¢ivo na vremenske periode izrazene u godinama. Poznato je
da u ovom slucaju ¥ = K (x)+1.

Vazi jednakostP(K (x)=K)=,p.q,, . na osnovu koje mozemo da
izvedemo sljedeci izraz za aktuarsku sadaSnju vrijednost:
A =E{e™) =3 PR (1) =k) = X e x  pxq,,,. (12.1)
k=0 k=0
Procijenimo 4,, za Jugoslovenske demografske tablice 1952-1954, i
poznato je & =0,05 (Sain 2009, 282). Dakle, dobijamo:
Lo.r d d

60+k 760+k __ T60+k

P(K(50)=k)=

160 léO+k 160

Mozemo se zadovoljiti da nam je k =30 dovoljno veliko. Uvrstimo gore
dobijeno u izraz (1.2.1):
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- 0 _5(k+l)@—0 242656
60 — ze o '

k=0 60

Za izraCunavanje sadaSnje aktuarske vrijednosti mozemo koristiti i
sljededi pristup:

A =e’q +pe’d, =e"’ (q,+p. A ) (1.2.2)

Dakle, ako znamo 4,, za neko n>x, 1 p_, iduci ,unazad“, mozemo
izraCunati A4 _. Relaciju (1.2.2) moZemo neformalno dokazati na sljedeci

nacin. Posmatrajmo cijeli proces u odnosu na neki inicijalni trenutak. U
odnosu na njega, osiguranik moze umrijeti u toku prve godine, ili ¢e
prezivjeti prvu godinu. Vjerovatnoca da ¢e umrijeti u toku prve godine je
q,, a osigurana suma od jedne novc¢ane jedinice ima sadaSnju vrijednost
od e°. Vjerovatno¢a da ¢e osiguranik prezivjeti prvu godinu je p,, i
osiguranik je tada doZivio starost od x+1, 1 osiguranikov Zivot se

nastavlja, odnosno osigurani slucaj se nije realizovao, te je aktuarska
sadaSnja vrijednost osigurane u tom slucaju data sa A4_,. MoZemo

zakljuciti da je aktuarska sadaSnja vrijednost osigurane sume u tom

slu¢aju zbir, e sa vjerovatnoom ¢, sa jedne strane, i A, sa

x+1

vjerovatno¢om p_, sa druge strane. Dakle, moZemo zapisati:

E{Z}=E{Z|T(x)<1} P(T(x)<1)+ E{Z|T (x)>1} P(T (x)>1)
{ ‘Tx }q +E{ ‘T(x)>1}px,
uz uslov da vazi E{ <1}—e 1E{ ‘T >1}:e’5A

x+1 °

Dokazimo da vazi E { ‘T > 1} =e’A_, .U tom slu¢aju imamo:
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E{z|r(x)>1) = E{e O () > 1) =

—e’F {e—ak(x)

T(x)>1}=eEle T (x)> 1) =

—oF {e—(1+§K(x+1))} _ e—a‘AXH '
Iskoristili smo Cinjenicu da, kada osiguranik prezivi jednu godinu, njegov
ocekivani zivotni vijek je jednak zbiru jedne godine i onom broju godina
koji predstavlja ocekivano trajanje zivota izrazenom u godinama (cijele
godine), nakon $to napuni x +1 godina.

Analogno slu¢aju kada se osigurana suma isplacuje u trenutku smrti u
izrazu, za slu€aj konstantnog intenziteta smrtnosti i u slucajevima isplate
osigurane sume na kraju godine u kojoj se desio osigurani slu¢aj, imamo

A, =L. Ako pogledamo spomenuti izraz, vidimo da ga moZemo
q,+i

zapisati na sljede¢i nacin:

4o __1=-p _1-p,
q. +i l—px+e‘5—1 p, te

Pogledajmo detaljnije odnos izmedu A i 4 . Analiza spomenuog odnosa

zasniva se na postupku linearne interpolacije, gdje smo pretpostavili da je
zivotni vijek osiguranika uniformno rasporeden u okviru jedne godine.
Moze se pokazati da pod ovom pretpostavkom vazi:

- i
A ==4, 1.2.3
X 5 X ( )

gdje, kao §to je ranije navedeno, i=e’ —1. Sa ; smo oznadili godi$nju
efektivnu kamatnu stopu, tj. stvaran prinos koji investitor ostvaruje na
angazovana sredstva, izrazen u svom decimalnom zapisu. Vazno je uociti

da za male vrijednosti &, koeficijent korekcije §—> 1. Pogledajmo kakva

je situacija kada §=0.04. Tada je i=e"""-1~0.04081, odnosno
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0.04081
0.04

=1.02. Ova karakteristika je sasvim razumljiva ako se sjetimo

2
- X . .. ..
davazice® =1+x+ > +o0 (x2 ) , te ako to iskoristimo, dobijamo:

. 5
1s§=e§ 1=1+§+0(§). (1.2.4)

Ako pogledamo relaciju (1.2.4), mozemo zakljuciti da é odstupa od 1
za priblizno g

Dokazimo A4, :éAX. Posmatrajmo dvije veliine. Zivotni vijek u

trenutku smrti 7 =7 (x) i broj cijelih godina dozivljenja (mozemo ovu
veli¢inu tumaciti 1 kao ,skradeni” zivotni vijek u trenutku smrti),
K =K (x). Uvedimo treu veli¢inu koja se javlja kao razlika izmedu

ove dvije (Rotar 2007, 471) (ve¢e, T =T(x), i manje. K =K (x)).

Nazovimo tu veli€nu razlomacki dio starosti u trenutku smrti izrazen u
godinama, te je oznatimo T (x). Kao S§to je navedeno:
T.(x)=T(x)-K(x). K=K(x) i T(x) su medusobno nezavisne
slucajne promjenljive i 7 (x) je uniformno rasporedena na intervalu

[0,1]. MoZemo zapisati slje::lec'e:
Z =E -oT - E -5(T,+K) - E 5K E 6T, _
T
=e’E {eia(K”) } E {eﬂm } =e’AE {eﬂm }

Kako je E{e“yr"}:MTy(—é) gdie je M, (-z) funkcija generatrisa

momenata slucajne promjenljive 7, i kako nam je poznato da vazi

Ble ) ==

1 (1.2.5), mozemo zapisati sljedecu relaciju:
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S e’ —1

4 =c A = y (1.2.6)

x 5 x 5 x*

Veza izmedu relacije (1.2.6) i relacije (1.2.3) je ocigledna.

1.3. Odgodeno dozivotno osiguranje kapitala za sluc¢aj smrti

U ovom slucaju se osigurana suma isplac¢uje samo ako se osigurani slucaj
desi po proteku ¢ godina. Kao §to je ranije receno, ako se ne ostvari uslov
neophodan za isplatu osigurane sume, stavljamo ¥ =« . Dakle, za
T(x)<c imamo ¥ =, au suprotnom za T (x)>c imamo 7 (x) =Y.

Slu¢aj kada imamo 7' (x)=c nema smisla posebno razmatrati ukoliko

razmatramo promjenljivu koja ima neki neprekidni raspored. Kako
znamo da je Z =e™*", moZzemo zapisati:

0 T(x) <c
7= ) (1.2.7)
T T(x)>c

Posmatrajmo situaciju gdje je osigurani slucaj nastupio prije proteka c
godina, 1 § =0,1. Tada nam je sada$nja vrijednost osigurane sume jedne
novéane jedinice data izrazom Z =™ = ¢ = 0. Sta ako je prinos na
kapital jednak nuli, tj. §=0, tj. S=In(1+i)=In(1+0)? Tada u

eksponentu Neperovog broja dobijamo neodreden izraz Oxo . Medutim,
kako je eksponencijalna funkcija ,,brze* raste od logaritamske, dobi¢emo
u eksponentu —oo, §to nam daje osiguranu sumu jednaku nuli.

Oznac¢imo aktuarsku sadasnju vrijednost u ovom slucaju sa:

(1.2.8)

A = Cp.Y67§CIZX

c‘ x +c*

Kao §to vidimo, aktuarsku sadaSnju vrijednost u slucaju odgodenog
osiguranja kapitala za slucaj smrti mozemo predstaviti kao proizvod
,obi¢ne* aktuarske vrijednosti osigurane sume (gdje kao polaznu starost
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ne uzimamo onu koja je stvarna, ve¢ je uvefavamo za broj godina
odgode) i vjerovatno¢e da ¢e posmatrano osigurano lice ,,prezivjeti®
odgodu, i sve to diskontovano za broj godina odgode.

Zapisimo gorenavedeno na sljede¢i nacin (Rotar 2007, 473):
E{Z} :OxP(T(x)Sc)+E{Z‘T(x)>c}><P(T(x)>c):
= E{eiﬁ(x) T(x)> c} D, = Cpr{efb‘(“T(“C))} = (1.2.9)

_ pxe_&E {efb‘T(xH)} _ cpxe—(sczxﬂ.

c

Posmatrajmo slu¢aj u kom se osigurana suma placa na kraju perioda u
kojem se desio osigurani slu¢aj. Mozemo zapisati:

Y =w = T(x)Sc:>Z:O (1.2.10)
‘I’:K(x)+1 <:>T(x)>c :Z:efg(K(x)H). o

Uvodimo oznaku:
_ - —5(k+1) _
C‘Ax—;e *P(K(x)=k).
Gorenavedena relacija moZze se napisati 1 na sljedeci nacin:

A =_pe™A.,.. (1.2.11)

o “Tx c

Kako je broj perioda za koje se vrsi diskontovanje sada cio broj, mozemo
zapisati:

A =_pVA... (1.2.12)

l

1.4. Privremeno osiguranje kapitala za slu¢aj smrti — osigurana suma
se plad¢a u trenutku smrti

U ovom slucaju osiguranik zeli da osigura da se isplati osigurana suma
od jedne novcane jedinice njegovim nasljednicima ukoliko smrt nastupi u
toku n godina. Dakle, mozemo zapisati:
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(‘I’:oo @T(x)én) = Z =T

(1.5.1)
(¥=T(x)eoT(x)>n) =Z=0.
Uvodimo sljede¢u oznaku:
A =[e £ (1)t (1.5.2)
0

Aktuarska sadasnja vrijednost u ovom slucaju zavisi od raspodjele
slucajne promjenljive u intervalu [0,n] i ne zavisi od stope smrtnosti

poslije navrSenih » godina (Rotar 2007, 476).

Na raspolaganju je i sljedeca formula:

A=A +e™ p A, (15.3)
odnosno:
Z:ﬁ’ :e_dnnpr)H-n _Zx' (154)
Zapisimo sljedece:
e T T(x)<n 0 , T(x)<n
Z - ’ Zl = —5T(x) (1.55)
0 ’ T(x)>n e , T(x)>n.

Ocigledno je da vazi Z+Z, = ¢ "™ §to nam je, u stvari, sadanja
vrijednost osigurane sume od jedne novcane jedinice za slucaj ,,obicnog™

dozivotnog osiguranja kapitala za slu€aj smrti.

Pogledajmo isti proizvod osiguranja u slucaju da se osigurana suma
isplacuje na kraju godine (ili bilo kojeg drugog vremenskog perioda koji
je uzet kao osnovni). Dakle, za osiguranje kapitala priviemeno za n
godina dobijamo:
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-5(K(x)+1) T <
z=1°¢ o T(x)=n (1.5.6)
0 , T (x) > n.
Oznacimo u tom slucaju aktuarsku sadaSnju vrijednost sa 4—. MoZemo,

|
isto tako, zapisati sljedece:

Am — nz_l e—é‘(kJrl)P(K (X) — k) — nz—l €7§(k+1) Dy (157)
k=0 k=0

Ako posmatramo (1.5.3) u kontekstu ovog izlaganja, dobijamo:

A =4 " AL, (1.5.8)

=
m+e

odnosno:

A_ = pA. 4. (1.5.9)
2. OSIGURANJE KAPITALA ZA SLUCAJ DOZIVLJENJA

U ovom slu¢aju osigurana suma se isplacuje ukoliko osiguranik dozivi
odredenu starost od »n godina. Dakle, moZemo zapisati, da jeW =n za
T(x)>n,a¥ =0 za T(x)<n.Da zakljut¢imo:

o T(x)Sn
7 =
e, T(x)>n.

@.1)

Oznac¢imo aktuarsku sadaSnju vrijednost u ovom slu¢aju  E_, 1
defini§imo je na sljedeci nacin:
JE =E{Z}="P(T(x)>n)=¢"p,. (2.2)

U slucaju eksponencijalne raspodjele slucajne promjenljive (konstantan
intenzitet smrtnosti), imamo:

—T(y(x+t)+5)dt

E =er : (2.3)

n X
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U slucaju izraza (2.3) vidimo da ukoliko u ulaznim podacima imamo
povecan intenzitet smrtnosti, dobijamo isti efekat kao da nam se
povecava intenzitet kamate i obrnuto.

Kako sluc¢ajna promjenljiva moze imati vrijednost 0 ili neku tacno
odredenu vrijednost sa vjerovatnoama 4 1 prespektivno, varijansu

spomenute promjenljive mozemo definisati na sljede¢i nacin:

Var{Z} =e oM WD, (l - npx). (2.4)
3. MJESOVITO OSIGURANJE KAPITALA

U ovom slucaju osigurana suma se isplacuje osiguraniku ukoliko dozivi
jo$ n godina, odnosno njegovim nasljednicima ukoliko nastupi njegova
smrt u toku » godina.

Ukoliko se osigurana suma isplacuje nasljednicima tacno u trenutku
smrti, imamo:

-6T(x)
Zz{e , T(x)Sn G.1)

e " s T(x) > 7.

Oznac¢imo aktuarsku sadasnju vrijednost sa Zx,ﬁ‘. Oznac¢imo slu¢ajnu

promjenljivuu (1.5.1)sa Z,au (2.1)sa Z,.ZapiSimo sljedece:

e, T(x) <n
1= (3.2)
0 , T(x)>n,
odnosno:
o T(x) <n
Z,=y (3.3)
e, T(x)>n

Vidimo da je tada naSa sadaSnja vrijednost osigurane sume za slucaj
mjeSovitog osiguranja (slucajna promjenljiva) datasa Z =27, +Z,, te
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A =E{Z}=E{Z}+E{Z,}=A4!

x| x|

+,E. = ZL:W‘ +e p.. (3.4)

U slucaju da se osigurana suma isplacuje na kraju godine u kojoj se desio
osigurani slucaj, imamo:

e—b‘(K(x)H) . K (X) <n
Z= . (3.5)
e , K (x) > .

Kod mjeSovitog osiguranja imamo dva slucaja:

1) u slucaju smrti osiguranika u intervalu [n —1,n), osigurana suma ce se
isplatiti nasljednicima na kraju n-te godine, tj. 7= n (kako nam je
n=K-1, vazi min{K(x)+1,n} =n),

2) ako osiguranik doZzivi starost x+n, osigurana suma se isplacije u n-
tom trenutku (K (x)>n i vazi min{K(x)+l,n} =n).

Oznacimo aktuarsku sadasnju vrijednost u ovom slucaju sa A

Ako povuCemo paralelu sa (3.2), odnosno (3.3), u slucaju isplate
osigurane sume na kraju godine u kojoj se desio osigurani slucaj
(dozivljenje ili smrt), dobijamo:

7,2 e K ()< (3.6)
1 0 s K(x) >n, '
odnosno:
7 _ 0o K(x)<n 37
2o e , K(x >n.

Dakle, imamo:

Az = A+ E =A _+e p. (3.8)

Ako izraz (3.8) posmatramo u slucaju kada nam je intenzitet kamate
dvostruko ve¢i, dobijamo:
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A=A+ JE =4+ p. (3.9)

x|l

Izraz (3.9) omogucava jednostavno izraCunavanje varijanse za nasu
slu¢ajnu promjenljivu.

Ako nam je intenzitet smrtnosti konstantan, imamo:

E =e ¥, (3.10)

n X

Izraz po (1.5.2) moze se definisati i na sljede¢i nacin ukoliko nam je
intenzitet smrtnosti konstantan:

ijzAx(l—nEx),

dok za slucaj isplate osigurane sume na kraju godine u kojoj se desio
osigurani slu¢aj imamo (Batten 2005):

AL =4.(1- E,).

ZAKLJUCAK

Moderna ekonomska perspektiva zahtijeva evoluciju modela osiguranja
kapitala. Deterministicki modeli zasigurno imaju svoje mjesto u
buducnosti, medutim, treba imati na umu da finasijska trziSta prolaze
kroz promjene istorijskih razmjera, Sto postavlja ozbiljne izazove pred
ekonomsku teoriju, ali i praksu.

Ukoliko finansijska trziSta posmatramo kao konzistentna, tada nam je
funkcija kamatne stope data kao neprekidna. U tom slucaju uvodimo
pojam intenziteta kamate, Sto je sinonim za kamatnu stopu. Ako nam je
funkcija kamate data kao neprekidna, tada je mogu¢ stohasticki pogled na
problematiku kojom se bavi teorija kamate, odnosno kamatna stopa nam
je tada definisana kao slu¢ajna promjenljiva.

Ekstremna volatilnost finansijskih trzista je realnost. To treba prihvatiti
kao ¢injenicu. Upravo ta ¢injenica predstavlja prijetnju za bogatstvo koje
je akumulisalo viSe generacija. Finansije prepoznaju novac kao mjeru
bogatstva. Novac je beskoristan kad je nagomilan i stavljen van upotrebe.
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Novac mora biti razbacan kroz razne investicione poduhvate. Volatilnost
jeste prijetnja, ali istovremeno je i Sansa. U ekonomiji postoje rastuci i
opadajuci trendovi, Sto treba prihvatiti kao neminovnost, koja mora biti
tretirana kako prilika. Takva prilika nije hazarderska prilika. To je prilika
koje zahtijeva nau¢ni pristup.

Osiguranje kapitala, kao jedan od bazi¢nih proizvoda industrije zivotnog
osiguranja, mora hraniti svoju elasti¢nost novim teoretskim elementima.
Dakle, odrzati prakticnost, “Zivost” nekog modela, znaci uciniti ga
otvorenim za novonastale potrebe koje turbulentna finansijska trziSta
konstantno proizvode.
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Bojan Baskot, MSc

LIFE INSURANCE MODELS

Summary: Basically, insurance can be divided into life and non-life
insurance. If we consider risk as criteria for division, then we can talk about
whole life insurance, endowment and pure endowment. The case of when a
benefit is payable at the moment of death is discussed. The case of when a
benefit is payable at the end of a period after death is also discussed. There are
two types of whole life insurance. The first is term insurance and the second is
deferred whole life insurance. In this presentation the main focus is on those
insurance products where a benefit is payable as lump sum. Actuarial present
value displays, from an actuarial perspective life insurance as a two sided
problem. On one side, there is the problem of defining the probability that some
person will die at age*. The second side of the problem is defining the present
value of the sum payable at some moment in the future.

Key words: whole life insurance, deferred life insurance, term life insurance,
endowment, combination of whole life insurance and endowment.

JEL classification: G22
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